Capitolul 5

Modelarea bazata pe ecuatii

In continuare, sunt prezentate o serie de modele de ecuatii diferentiale folosite
in decursul timpului, impreuna cu cateva exemple numerice, care va vor ghida in
procesul de modelare bazata pe ecuatii (engl. equations-based modelling, prescurtat
EBM). Aceste modele pot sa va ofere o baza de plecare pentru aplicarea modelarii
bazate pe ecuatii 1n situatii variate din viata reala.

5.1. Modelul lui Harrod

Modelul de crestere Harrod oferd unele perspective asupra dinamicii cresterii
economice si a fost utilizat in literatura inainte ca modelul neoclasic din anii '50 sa
devind dominant. In acest model, sunt pastrate doud concepte cheie din economia
keynesiana: acceleratorul si multiplicatorul.

Scopul este de a determina rata de crestere echilibratd pentru economie
(notatd: gr). In acest sens, vom lua in considerare:

Y = PIB (Produsul Intern Brut)
S = economisiri
Nivelul economisirilor este o functie de PIB-ului:
S(t) =s=*Y(t)

In timp ce nivelul de capital (K) necesar pentru a produce o productie (Y)
este dat de ecuatia:

K(t) =g*Y()

Cu "g" reprezentand raportul capital-productie K/Y, adicd cantitatea de
capital necesara pentru a produce o unitate de produs. Prin urmare, putem spune ca
dacd exista o cantitate semnificativd de economii intr-o tara, aceasta va genera
capital pentru firmele care doresc sa investeasca. Acest capital va permite, de
asemenea, cresterea economica prin cresterea productiei si furnizarea de bunuri si
Servicii.
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In plus, rata de crestere a PIB-ului este determinati de raportul dintre rata
economisirii, "s", si de rata capital-productie, "g" (deci, putem scrie: gr = s/g).
Trebuie sa avem in vedere ca pentru a creste, economiile nationale trebuie sa
economiseasca si sa investeasca. Prin urmare, in acest model, cresterea este tot ceea
ce este necesar pentru a mentine ocuparea completa, in timp ce pretul muncii si al
capitalului este fix si utilizat in mod egal. De asemenea, acest model sustine ca
cresterea economicd este echivalentd cu dezvoltarea economicd, in timp ce
majoritatea cercetatorilor sugereaza ca cresterea este doar o componentd a
dezvoltarii economice a unei natiuni.

Ecuatiile de plecare ale modelului sunt:

S(t) =sxY(t) 1)
I(t) =gY(t) = K(t) (2)
S() =1(t) (3)

Variabilele cunoscute sunt: s, g, Y(0) =Y.
Inlocuim (1) si (2) in (3):
sY()=g¥(t)
Y(t) s
YO g
Integrand in raport cu timpul, obtinem:

ok

InY(t) = i*t+(_‘ , cu C = o constanta

Echivalent cu:

S
InY(t) =Ined” +IneC

Notam:
et = (
Si obtinem:
S
InY(t) =Ined” +InC
S
InY(t) =InCxed”
Y(t)= Cxes" (4)
Dacat=0:
Y(0) = Cxe®
Y(0)= C

Si inlocuim in (4):

Y(t) = Y(0) * ed"t
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Aplicatia 1:

Luand Tn considerare notatiile de mai sus: gr = rata de crestere, g = rata
capital-productie si s = rata economisirii, gasiti rata economisirii unei economii care
obtine o rata de crestere a PIB-ului de 7,8%, avand o rata de capital-productie egala
cul,3.

Solutia Aplicatiei 1:

Pentru aceasta aplicatie, vom folosi formula pe care am dedus-0 anterior:

gr=s/g

Stim cd gr (rata de crestere) este de 7,8%, iar g (rata capital-productie) este de 1,3.
Dorim sa gasim s (rata economisirii).

Tn acest scop vom introduce aceste valori in ecuatie si vom rezolva pentru s:
78%=s/13

Pentru a izola s, inmultim ambele parti ale ecuatiei cu 1,3:

s=7,8%*1,3
$s=0,078*1,3
s~0,1014

Prin urmare, rata economisirii (s) pentru o economie care obtine o ratd de crestere
a PIB-ului de 7,8% cu o rata capital-productie de 1,3 este aproximativ 10,14%.

Aplicatia 2:
Tinand cont ca raportul K/Y este 4,8, in timp ce rata economisirii a unei
economii este de 6%, determinati rata de crestere.

Solutia Aplicatiei 2:

Cunoscand ca raportul K/Y este de 4,8, in timp ce rata economisirii a unei
economii este de 6%, dorim sa determindm rata de crestere (gr).

Putem folosi formula anterioara:

gr=s/g
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Stim ca g (rata capital-productie) este de 4,8, iar s (rata economisirii) este
de 6%. Putem plasa aceste valori in ecuatia noastra si sa rezolvdm pentru gr:

gr=6%/4,8
Pentru a gasi gr, impartim 6% la 4,8:
gr=0,06/4,8
gr=0,0125
Deci, rata de crestere (gr) este aproximativ 0,0125 sau 1,25%.

Aplicatia 3:

Presupunand ca pentru o economie raportul K/Y este egal cu 3 si se doreste
sa se atinga o rata de crestere de 5%, sa se determine cu cat trebuie sa creasca rata
economisirii.

Solutia Aplicatiei 3:

Putem utiliza formula de mai sus:
gr=s/g

Stim cd gr (rata de crestere) este de 5%, iar g (rata capital-productie) este de 3.
Dorim sa gasim s (rata economisirii).

Putem rearanja formula pentru a gasi rata economisirii (S):
S=grxg
Acum putem Tnlocui valorile cunoscute:
$=0,05%3s=0,05%3
s=0,15

Deci, rata economisirii (s) trebuie sa creasca la 15% pentru ca economia sa atinga
o rata de crestere de 5% cu un raport capital-productie de 3.
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Aplicatia 4:

Dat fiind urmatoarele: Y(0) = 1200 $, s = 10,14%, g = 3,11 si luand in
considerare modelul lui Harrod, putem trasati valorile pentru productie (output) la
momentele de timp t din multimea {1, 2, 3, 4, 5}.

Solutia Aplicatiei 4:
Acest lucru se poate face utilizand formula din modelul lui Harrod:

Y(t) = Y(0) x e(®@=)xt
Acum, Tnlocuind valorile cunoscute:

Pentru t = 1:
Y(1) = 1200 x eGIN%» 10146 X1 = 1200 x e~*07%3 ~ 1098,95

Pentru t = 2:
Y(2) = 1200 x eGAN%~1010%)x2 = 1200 x ¢~014% ~ 1008,28

Pentru t = 3:
Y(3) = 1200 x eGAN%~1010%X3 = 1200 x ¢~0210% ~ 922,99

Pentru t = 4:
Y(4) = 1200 x eGAN%-1010%)x4 — 1900 x 702812 ~ 841,95

Pentru t = 5:
Y(5) = 1200 x eGAN%-1010%)x5 — 1900 x 03515 ~ 764,95

In continuare, invitaim cititorul si reprezente grafic aceste valori pentru
productie (output) in functie de timpul t, unde t poate fi 1, 2, 3, 4 sau 5.

Aplicatia S:

Luand in considerare urmatoarele date: rata de crestere a unei tari: 8,7%;
capitalul utilizat: 3200 $, productia: 900 $. Determinati care este rata economisirii
pentru aceastd economie.

Solutia Aplicatiei 5:
Pentru a determina rata economisirii a acestei economii, putem folosi
formula modelului lui Harrod:
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gr=s/g
Stim ca rata de crestere (gr) este de 8,7%, capitalul utilizat (K) este de 3200 de
dolari, si productia (Y) este de 900 de dolari. Putem utiliza aceste informatii

pentru a gasi rata economisirii (s). Mai intai, trebuie sa determinam rata capital-
productie (g):

Acum, putem folosi formula pentru a gasi rata economisirii (S):
8,7% = s/3,56
Pentru a izola s, inmultim ambele parti ale ecuatiei cu 3,56:
s =28,7% x 3,56 = 30,972
Deci, rata economisirii pentru aceasta economie este de aproximativ 30,972%.
5.2. Modelul lui Solow - varianta 1
Modelul lui Solow (Solow, 1956) este un model de crestere pe termen lung

in care productia se realizeazd cu ajutorul a doi factori de productie (capital si
munca) - Figura 5.1.
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Figura 5.1 Prima pagind din lucrarea lui Solow intitulata "O contributie la teoria cresterii
economice" (A Contribution to the Theory of Economic Growth).

Cateva premize (Solow, 1956):

e Modelul ia in considerare prezenta doar a unui bun, productia in totalitate,
al carui ritm de productie este: Y (t)

e O parte din productie este consumatd, in timp ce restul este economisita si
investita;

o Partea din productie care este economisita este constantd (unde s
reprezinta rata economisirii):

S(t) =s=*Y(t)

o Stocul de capital al comunitatii, notat cu K(t), ia forma unei acumulari de
capital;

o Investitia neta este echivalentd cu rata de crestere a acestui capital. Prin
urmare, avem:

K(t) =s*Y(t)

Cu: K(t) = dK/dt
e Productia este realizatd folosind doar doi factori de productie: munca

tehnologice: Y (t) = F(K, L)
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e Prin productie Intelegem productia neta in acest caz (fara deprecierea
capitalului);

e Luand in considerare modelul lui Harrod, Solow presupune ca: forta
de munca creste la o rata constanta, n, ca rezultat al cresterii exogene
a populatiei:

L(t) =n=*L(t)
e Solow afirma ca in absenta schimbarii tehnologice, n este acelasi ca
rata naturald de crestere conform modelului lui Harrod.
L(t) = Ly* e™
Ipotezele modelului:
Pe baza elementelor mentionate mai sus, avem:
Y(©) = F(K(),L@t) (1)
K@®)=sxyY(®) (2

Functia de productie Cobb-Douglas:
V() = K(¢) * L(t) €)
Cu:
a = ponderea capitalului in productie
1- a = ponderea fortei de munca in productie
Forta de munca:
L&) =n*L(®) (4)

Din (1) si (2) obtinem ccf?l:
K(t) = s« F(K(t),L(t)) (5)
Din (4): L(t) = Ly* e™ (6)
Din (5) si (6):
K@) =s*K%(t) * L'7%(t)
K(t) =s*K“(t) * (Lo* e™)'™® (7)

Modelul lui Solow porneste de la (7) si, prin integrare, se determina rata de

crestere a capitalului - Tabelul 5.1.
Tabelul 5.1. Ecutia de inceput si de sfarsit Tn modelul lui Solow (varianta 1)

Ecutia K(t) =s*K%(t) * (Lo * e™)1¢ (7
de Tnceput
_ Ecutia K (1) = [ Kol_a — S % L%)_a w X + s * L%)_a .
de final ) " "
ent*(l—a) ]m (16)
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Inainte de a analiza ecuatia finald, si parcurgem toti pasii necesari de la
ecuatia (7) pana la cea finala. In acest scop, vom lua 1n considerare ecuatia (7):
K(t) =s*K%* (Lo e™)'™* (7)
Separam termenii care contin K:
PO =54 Lo+ ™)@ (8)
Facem schimbarea de variabila:
Z(H) =K1 (9
Prin derivare, (9) devine:

Z(t) = (L —a)* K~*(t) * K(¢)

Echivalent cu:
Z(t) _ K(t)
(1-a)  Ke(t)

(10)
Acum, din (8) si (10):
Z(t)
(1-a)

=g * (LO % ent)l—a

Z(t) =s*x(1—a)* (Ly* ent)l—a =s+(1—a)* (Lo)l—a x ent*(1-a)
Integrand Tn raport cu timpul:

[Z(t) =s* L% [(1—a)x ent*(1-®)
Putem adauga un termen n * % la sfarsit pentru o integrare mai usoara:
[Z@) =s* L% [(1—a)* e™ (=D xpn %
[Z2(0) = s* Iy % «> [n(1—a) * ent*(1-@

n

Z(t) = s* L%« % x(en* =D L) | cu C=

o constanta (11)

Presupunem t =0 n (11):
Z(0) = S*LE ™ x— % (1+0)

Obtinem ca:
Z(0)—s+L5~ %L
S e (12)

s*L},_“*%

Din (11) si (12):
1 1 Z(0)—s+Ly %>
Z(t) :S*L%) a ‘= (ent (1-a) +5*L})——“*1

Echivalent cu:
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Z(t) = S*LY x =% e 170 4 7(0) — 5 % L %~ (13)

1
Din (9) stim ci: Z(t) = K17%(t) =>K (t) =Z ()i« (14)
Daca t=0 n (14):
Zy = Ky~ (15)
Din (13), (14) si (15) gasim formula finala
—[wl-a _ 1-a 1 1-a , 1 _ntx(1-a) %a
K () = [Ky S*Lp “x—+sxLy“x—xe J1-« (16)

K, reprezinta stocul initial de capital. Din (16) se poate concluziona ca pe
masurd ce t creste, K (t) creste la fel de rapid ca si forta de munca, adica

a1 o) 1—— . - .
ca[s* Ly @ k= e™t*(1=0) 1=z | Prin urmare, valoarea de echilibru a raportului
. - 1, L
capital-munca este: [s * - Ji-a
Am obtinut acest rezultat considerand ca:
= {creste:

1
K ()= [K3™ @ —s= Ly s>tssLh@nsxent0d i

—
0

1 1
Sx L% %= x ent*(1-a) J1-a
n

K(t) =

IR

wn
*

K () e » [LhTie * [ent:(=a) [

1
K (0 e % Lo x €™

IR

— r

wn
*

K () = [s * 2 ]2 # L(t)

w
*
Sk 3k 30r

In plus, prin luarea in considerare a functiei Cobb-Douglas, se poate afirma
ca pe termen lung rata naturala este egala cu rata garantata: (= %

Aplicatia 6:
Luand n considerare Modelul lui Solow:
Y(t) = KO'(@t) = L°°(t) (1)
K(t) =02x*Y(t) 2)
L(t) = 0.2 % L(t) (3)
si cunoscand valorile pentru L(0) = K(0) = 15 unitati:
a. Gasiti formula pentru L(t);
b. Determinati K(t) pe baza valorilor cunoscute;
c. Care este formula pentru Y (t) 1n acest caz?;



Capitolul 5. Modelarea bazata pe ecuatii 161

d. Ce se intampla cu Y(t) cand t € {0, 1, 2}? Puteti utiliza un grafic pentru a
reprezenta aceasta evolutie.
Este posibil s aveti nevoie de urmatoarele valori: e = 2.7; edl =11

Solutia Aplicatiei 6:
L(t) =15 e%%*t = 15 % 1.21%;
K(t) =15 * e%%*t = 15 x 1.21%;
Y(t) =15 * %%t = 15 % 1.21¢
Y(0) = 15
Y(1) = 15 % €°2 = 15 % 1.21 = 18.15
Y(2) = 15 * 1,46 = 21.9

oo o

Aplicatia 7:
Luand in considerare Modelul lui Solow:
Y(t) = K@) «L>°(t) (1)
K(t) =0.3%Y(t) (2)
L(t) =0.3%L(t) (3)
si cunoscand valorile pentru L(0) = K(0) = 10 unitati:
a. Gasiti formula pentru L(t);
b. Determinati K(t) pe baza valorilor cunoscute;
c. Care este formula pentru Y (t) in acest caz?;
d. Ce se intampla cuY (t) cand t € {0, 1, 2}? Puteti utiliza un grafic pentru a
reprezenta aceasta evolutie.
Este posibil s aveti nevoie de urmitoarele valori: e = 2.7; %1 = 1.1

Solutia Aplicatiei 7:

a. L(t) =10 * €3 = 10 * 1.33";

b. K(t) =10 * e%3*t =10 * 1.33%;

c. Y(t)=10x %3t =10x 1.33¢

d. Y(0)=10
Y(1) = 10 % %3 =10%1.33 =13.3
Y(2) = 10 * 1,82 = 18.2
Aplicatia 8:

Luand in considerare Modelul lui Solow:
Y(£) = K3 () «L°7(t) (1)
K@) =0.1%Y(¢t) 2)
L(t) =0.1%L(b) (3)

si cunoscand valorile pentru L(0) = K(0) = 23 unitati:
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Gasiti formula pentru L(t);
Determinati K (t) pe baza valorilor cunoscute;
Care este formula pentru Y (t) in acest caz?;
Ce se intampla cuY (¢t) cand t € {0, 1, 2}? Puteti utiliza un grafic pentru a
reprezenta aceasta evolutie.
Este posibil s aveti nevoie de urmatoarele valori: e = 2.7; edl =11

oo

Solutia Aplicatiei 8:
a. L(t) =23 % %1t =23« 1.1%;
b. K(t) =23 * e =23 1.1%
c. Y(t)=23% et =23% 1.1¢
d. Y(0) =23

Y(1) = 23 % %1 =23 % 1.1 = 25.3
Y(2) =23 % 1,21 = 27.83

5.3. Modelul lui Solow - varianta 2

In acest model, Solow ia in considerare un tip simplu de schimbare
tehnologica care implica doar inmultirea functiei de productie cu un factor de scara
crescator: A(t).

Acesta ipoteza de lucru conduce la urmatoarea ecuatie:

Y(t) = A(t) x F(K,L) (1)
K(6) =s+Y(t) 2

Functia de productie Cobb-Douglas:
Y(t) = K%(t) * L'7%(t) * A(t) 3)
Cu:
a = ponderea capitalului in productie
1- a = ponderea fortei de munca in productie
Forta de munca:
L(t) =n=*L(®) 4)
Si:
A(t) = e™ (5)
Din (1) si (2) obtinem:
K(t) =s = A(t) * F(K(t),L(t)) (6)
Din (4): L(t)=Lo* e™ (7)
Din (5), (6) si (7):
K(t) =s*A(t) * KE(t) * L'™%(t)
K(t) = s+ K%(t) * Ly % x e(m1-2)+9)t (8)
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Modelul lui Solow incepe cu ecuatia (8) si, prin integrare, ajunge la rata de
crestere a capitalului - Tabelul 5.2.

Tabelul 5.2. Ecutia de inceput si de sférsit in modelul lui Solow (varianta 2)

) Ecuatia K(t) = s+ K%(t) * Ly % x e1-@)+9)t (8)
de Tnceput
Ecuatia - 1-a _ _s(-a) 1-a s(1-a) 1-a
de final K(®) 1[ k n(1-a)+g * Lo n(l-a)+g * Lo ™ *
e (M=) +) 175

Asa cum am procedat si in cazul anterior, separam termenii care contin K:
% =g % L%)—a * e(n(l—a)+g)t (9)
Facem schimbarea de variabila:
Z(t) = K'~*(t) (10)
Prin derivare, (10) devine:

Z) =1 —a)* K%t * K(t)
Echivalent cu:

Z(t) _ K(t) (11)
(1-a) K%t

Acum, din (9) si (11):
Z(t)
(1-a)

=S * L%)—d * e(n(l_a)+g)t

Z(t) =s* (1 —a) * Ly « e(r(A-a)+g)t
Integrand in raport cu timpul:
[Z(t) =s* Ly % [(1—a)* emd-®)+at

Putem adauga: (n(1 — a)+g) * aDia) la sfarsit pentru o integrare mai

usoara:
[Z@) =s* L% [(1—a) * eMA-DHDE « (n(1 — a)+g) *

1
. (n(1-a)+g9)
7 — o* Jl-«a _ n(1-a)+g)t _
[Z(t) =s*Lj (s fA—-a)x*e * (n(1
a)+g)

- _s-a) 1-a (n(1-a)+g)t
2= 200 e (e +C),

cu C = o constanta (12)

Dacat =0 in (12):
s(1-a)

—_sU-a) 1-«a n(1-a)+g)t
0 n(l-a)+g * LO xe
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Obtinem:
_Zo[n(-a)+gl-s (1-a)Lg “

C= (13)

1_
s(1-a)Lg ¢

Din (12) si (13):
— s(1-a) 1-a n(1-a)+g)t s(1-a) 1-a
Z(t) n(1—-a)+g * LO *e + n(l-a)+g * L
Zo [n (1—a)+g]—s (1—a) Ly~
s(1-a)Li™@

1
Din (10) stim ca: Z(t) = K17%(t) =>K (t)=Z ()=« (14)
Daca t=0 in (14):
Zo = K(:)l ~* (19)
Din(13), (14) si (15) determinam formula finala:

—rwl-a _ _sQ-a) 1-a s(1-a) 1-a nA-a)+g)t %a
K(t) = [Ko n(-a)+g * Lo " + n(-a)+g * Ly “xe Ji-« (16)

Plecand de la ecuatia finald, se poate observa cd pe termen lung (cand t

creste), stocul de capital creste la o rata relativa de +1f;a , In comparatie cu n in
cazul precedent.

o

=

Aplicatia 9:

Luand n considerare Modelul lui Solow:
Y(t) = %01t &« K09(¢) x [01(¢) (1)
K() =02xY(t) (2)
L(t) =0.1%L(t) (3)

si cunoscand valorile pentru L(0) = K(0) = 1 unitate.

Gasiti formula pentru L(t);
Determinati K(t) bazat pe variabilele cunoscute;
Care este formula pentru Y (t) Tn acest caz?

Este posibil sa aveti nevoie de urmatoarele valori:
e =27 " =11; %t =101
Solutia Aplicatiei 9:

(t) = e = 1.1%

K(t) = ™t =1.21%
Y(t) — e0.0l*t * eO.18*t * e0.0Z*t — eO.21*t
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oo

=3

=

=

Aplicatia 10:

Luand Tn considerare Modelul lui Solow:
Y(t) — e0.0Z*t * KO'S(t) * LO.Z(t) (1)
K(t) =03xY(t) (2)
L(t) = 0.2 % L(t) (3)

si cunoscand valorile pentru L(0) = K(0) = 1 unitate.

Gasiti formula pentru L(t);
Determinati K(t) bazat pe variabilele cunoscute;
Care este formula pentru Y (t) Tn acest caz?

Este posibil s aveti nevoie de urmatoarele valori:

e =27, %1 =1.1; %01 =101

Solutia Aplicatiei 10:
L(t) = %2t = 1.21%;

K(t) = %3t = 1.33¢;
Y(t) — e0.0Z*t * eO.24*t * e0.04*t — eO.3*t

Aplicatia 11:

Luand n considerare Modelul lui Solow:
Y(t) — e0.03*t * K0'7(t) * LO'3(t) (1)
K@) =0.4xY(t) (2)
L(t) =0.3%L(t) 3

si cunoscand valorile pentru L(0) = K(0) = 1 unitate.

Gasiti formula pentru L(t);
Determinati K(t) bazat pe variabilele cunoscute;
Care este formula pentru Y (t) Tn acest caz?

Este posibil sa aveti nevoie de urmatoarele valori:

e =27 e%1=11; %91 =1.01
Solutia Aplicatiei 11:
L(t) = e%3*t = 1.33¢;

K(t) = %t = 1.46";
Y(t) — e0.0S*t % eO.28*t % e0.09*t — eO.4*t



166 Cibernetica Economicé: Baze teoretice si studii de caz

5.4. Modelul lui Ashby

Invitam cititorul sd consulte reeditarea cartii "An Introduction to Cybernetics"
(1956) de Ashby din 2015. In continuare, vom utiliza doar modelul Cutiei Negre
(engl. Black-Box) pentru a familiariza cititorul cu rezolvarea ecuatiilor diferentiale.

Aplicatia 12:
Considerand modelul Cutiei Negre descris prin urmatoarele ecuatii:

Y(t) = AK(t)LE(t)e? (1)
L(t) =nL(t) (2)
K@) = yY(©) —ukK®) (3)
Si cunoscand valorile pentru: A, a, 8,7, u, n, 4, K(0) si L(0).
a. Gasiti formula pentru L(t);
b. Determinati K(t) pe baza variabilelor cunoscute;
Care este formula pentru Y (t) in acest caz?

Solutia Aplicatiei 12:

a. Din (2) stim ca: oh n
Prin integrare obtinem:
L(t) - ent+Cl
Pentrut=0: L(0) = e
Rezultd: L(t) =Ly * e™

b. Unii dintre pasii sunt rezumati mai jos:
K@) = y AK*(t)LP(t)e* — uK(t)
Folosim rezultatele obtinute anterior privind valoarea lui L(t):
K(t) = yALB(0)K*(t)e™tA — uK (t)

Ifa(g) — yALB(O)enBHAt _ #Kl—a(t)

Putem folosi o schimbare de variabila, de forma:

Z(t) = K17%(t)
Z) =1 —a)* K%(t) = K(t)
Z(t) _ K@®

1-a  Ko(t)

Z(t)
== YALB (0)e™Pt+At — y7(t)
Am obtinut o ecuatie de ordinul Tntai neomogena.
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Tn continuare, vom considera forma sa omogena si vom rezolva aceastd

ecuatie:
Zu _
,(1)__(1‘ e
Z(t) _ . _
70 HA-a)

Prin integrare obtinem:
InZ(t)=—u(1—-a)t+C,
Z(t) — e—u(l—a)t+C2

Z(t) — e—u(l—a)t x eC2

Notam:
etz =(,

Z(t) = C3 * e #(1-a)t

In continuare, vom considera forma neomogena a ecuatiei:
2O = yALA (0)emBHAt — iz (t)
Putem aplica metoda variatiei constantelor:
C; — C(t) = Z(t) = C(t) * e #-at
Prin derivare, obtinem:
2(t) = C(O) * e "D+ C(6) * [~p(1 — @)] x e #O-O
Z2(t) = C@t)* e *A-Dt _ (1 — @) C(t) * e #O-D)t

Z(t) = Ct)* e HI-D _y(1 = a)Z(8)

= Z(t) = 1-0a yALﬁ (O)enﬁt+lt — u(1 - a)Z(0)
> C(t) * eH0-0 = (1 — @) yALF (0)emPt+it
© v _ (1—a) yALE (0)enBt+t
= C(t) a e—u(a-ajt

C(t) = (1 - CZ) )/ALB (O)et(#(l—a)+nﬁ+,1)

Integrand, obtinem:
- O yalP© - 4npen)
C(t) - H(l—a)+n[>’+,1 * e + C4_
_ (1-a) yALF(0)

Pt. t=0; C(0) = m'l‘ Cy

(1-a) yALB(0)
u(d-a)+np+1
- —u(1-a)t — A-9) yALF(0) t(u(1—a)+nB+21)
=>Z{t)=C(t)* e [—u(l—a)+nﬁ+/1 *x e +
C4] e—u(l—a)t

= C, = C(0)-

= [u(l—a)+n[>’+/1 u(d—a)+np+a

(1-a) yALP(0) x etW(-+nf+A) 1 ¢(0) - (1-a) VALB(O)] e—HA-a)t



168 Cibernetica Economicé: Baze teoretice si studii de caz

(1-a) yALF(0)
u(1l—a)+np+1
Z(t) =[A * etw(1-a)+nB+2) 4 C(0) - A] e—H(1-a)t
Z(0) = C(0) * e KO-t
€(0) =Z(0)
Z() =[A * et(1-a)+nB+2) 7(0) - A] e~ H(1-a)t
Z(t) = A= etmB+A) 4 Z(0) e~ h(1-a)t_ g4 o—u(1-a)t

K(t) = Z(H)e

Notam: A =

Pentru t=0: K (0) = Z (O)ﬁ
Z(0) =K'
Prin urmare:
K(t) - [A % et(nﬁ+7L)+ K(O)l‘“ x e —u(1-a)t_ A e—u(l—a)t]ﬁ
1-a) yALP(0 _ —u(1— 1-a) yALF(0
0= B o e v B
e—u(l—a)t]ﬁ

C. Trebuie doar sa inlocuiti rezultatele din a. s1 b. in prima ecuatie.
5.5. Modelul lui Malthus

In 1798, Thomas Robert Malthus a publicat "An Essay on the Principle of
Population," in care autorul a analizat evolutia populatiei folosind un model bazat
pe ecuatii si a prezis un viitor sumbru asupra evolutiei populatiei, concluzionand ca
populatia se va dubla la fiecare 25 de ani. Modelul a presupus urméatoarele:

P(t) =nP(t) - D(P(1)) (1)
D(P(t)) = 6*P() (2
Cu:
P(t) = populatia (in numar de indivizi);
D(P(t)) = mortalitatea (in numar de indivizi);
N = rata de crestere a populatiei;
0 = rata mortalitatii;
Si: P(t) = dP/dt
Putem nota valoarea populatiei la inceputul analizei ca fiind:
P(0) =P,
Din (1) si (2):
P(t) = nP(t) — & * P(t)
P(t) = (n—8)*P(t)
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P(t)
PO "

[76=] oo
InP(t)=(n—56)t+C

Echivalent cu:
InP(t) = Ine®™ 9t 4 Ine (3)
cu C = o constanta
Putem nota:
e = C(4)
Din (3) si (4) avem:
InP(t) =Ine®™®t 4+ 1n¢
InP(t) =In(C * eM=5t)
P(t)= Cx e 9t
Stiind ca P(0) = P, obtinem:
P(0O)=Py=C
Rezulta:
P(t) = Py e™ 9t (4)

Ultima ecuatie reflectd comportamentul dinamic al populatiei conform teoriei
lui Malthus.

Aplicatia 13:
Incercati sa testati teoria lui Malthus, furnizand valori diferite pentru: Py, n, &
si sa vedeti ce se intdmpld cu populatia dupa 50 de unitati de timp.

5.6. Modelul lui Verhulst

Ca raspuns la teza malthusiand privind evolutia populatiei, Verhulst
construieste modelul logistic, considerand ca mortalitatea este o functie patratd a
volumului populatiei:

D(P(®)) = p*P*(t)
Ecuatiile de start sunt:
P(t) =nP(t) —D(P(1)) (1)
D(P(t)) = p*P*(t) (2)
Cu:
P(t) = populatia (in numar de indivizi);
D(P(t)) = mortalitatea (in numar de indivizi);
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n = rata de crestere a populatiei;

p = rata mortalitatii;

Si: P(t) = dP/dt

Putem nota valoarea populatiei la inceputul analizei ca fiind:
P(0) = Py

Din (1) si(2):
P(t) = nP(t) — p * P2(t)
Prin impértire la P?(t) obtinem:

P(t) 1
P2y R )
Putem face o schimbare de variabila:
Z(t) = m (4)

Prin urmare:

1
P(t) = 70 =Z"1(t)

. . . Z(®)
P(t): -7 (t)* Z(t): _ZZ—(II)
De asemenea:
0 e /(t)
P(t) _ z2(0) _ _ Z(t 2 - _ .
P20 g 2ot 270 AORNO

Din (3) si (5) avem ca:

—Z(t) =nxZ({t)— p
Echivalent cu:

Z(t) =—n+ZM®+ p (6)
In primul rand, (6) este o ecuatie diferentiala de ordinul intdi neomogena.
Vom rezolva ecuatia omogena:
Z(t) = —n=*Z(t)
@) _
o=

Z(t)
fZ(t) f(_ ")
InZ(t)= —nxt+C
InZ(t) = Ine ™ +1Ine®

(7)

Prin integrare (7):
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si C = o constanta
Putem nota:
e¢=C
Si obtinem:
InZ(t) =InCxe™
Prin urmare, solutia ecuatiei omogene este:
Z(t) = Cxe™
Acum vom determina solutia ecuatiei neomogene (6):
Zt) =—n=*Z(t)+ p
Aplicam regula de variatie a constantelor si obtinem:
Z(t) = C(t)xe ™ (7)
Prin derivare, obtinem:
Zt) = C(@t) *e™ + C(t) * (—n) xe™
Z(t) = C(t) *e™ —nx C(t) e ™ (8)
Stim ca (5) era de forma:
Z(t) = p—nx* Z(t)

Din (5) si (8):
p=C() e™ (9)
Ct) = L= = pxem (10)

e—nt

Prin integrare in (10):

fC(t)zfp*e”t
Echivalent cu:

jC’(t)=fp*ent=Jp*%*n*ent=§fn*ent
C(t) = g(ent+A) (11)

g:u A = constanta
In (11), cu t=0 obtinem:

C(O)=§(1+A)
n*xC(0)—p
p

nx*C(0) —
o = g* ot 4 P, 12 C0O)—p

n p

Stiind ca:
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t—1)+ n=C(0)
n

c = 2 (12)

Din (7) si (12):

px(e™—1)+ n=*C(0)
E3

Z(t) = —nt
n
Daca t=01n (7):
z(0) = €(0)
+n*xZ(0)xe ™ —px e
2= ° (0) p
n
Din (4):
n
P = =
© Z(t) p4+nxZ(0)xe ™M —px e
Pentru t=0:
P(0) = —
— Z(0)
Rezulta ca:
n
P(t) = 1 ) -
—-nt _ -n
p+n*P(O)*e p*xe
P(t) =
(®) 1 —

P(0) n B
Po= [ (G- D] @

Comportamentul dinamic este reflectat in (13).

Aplicatia 14:
Incercati sa testati teoria lui Verhulst, furnizand valori diferite pentru: Py, n, p
si comparati rezultatele cu ceea ce ati obtinut n cazul lui Malthus.



